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1 Introducere

Proiectarea unui sistem opto-electronic impune ca prim pas calcularea campului
magnetic. Ecuatiile de baza sunt cele ale lui Maxwell pentru campuri stationare:

rot H=J, (1.1)
div B=0 (1.2)

unde H este intensitatea campului magnetic, B este densitatea de flux, iar
Jw este densitatea curentului care genereaza campul. In plus, B si H sunt
legate prin relatia

B = pH = pypoH (1.3)

unde p este permeabilitatea magnetica, u, este permeabilitatea relativa, iar
po = 471077 Vs/Am.
Pentru a satisface Ec.(1.2) se introduce un potential vector A astfel incat

B =rot A. (1.4)
Ecuatia (1.1) devine:
1
rot <;r0t A) = Jy (1.5)

Pentru rezolvarea ecuatiei (1.5) principalele metode se bazeaza fie pe
diferente finite, fie pe elemente finite. Am preferat metoda elementului finit,
care are o mai mare flexibilitate in tratarea configuratiilor complexe, cu piese
polare si surse de curent de orice forma. Principiile de baza ale acestei metode
se vor prezenta in sectiunea urmatoare.

2 Metoda elementelor finite

2.1 Descriere generala

Rezolvarea unei probleme prin metoda elementului finit (vezi de exemplu [1],
[2]) consta in general din 3 etape:

a) Ecuatia cu derivate partiale de rezolvat se inlocuiegte printr-o functionala
corespunzatoare, a carei minimizare este echivalenta cu rezolvarea ecuatiei
initiale.

b) Domeniul de definitie se imparte intr-o retea de subdomenii triunghi-
ulare, denumite elemente finite.



¢) Functia necunoscuta se aproximeaza pe fiecare element finit printr-un
polinom de interpolare, avand ca puncte de reper valorile nodale ale functiei si
ale derivatelor ei pana la un anumit ordin. In acest fel contributia fiecarui el-
ement la valoarea functionalei poate fi exprimata in functie de valorile nodale
ale necunoscutei.

Conditia ca functionala sa aiba un minim conduce la un sistem de ecuatii
algebrice, a carui rezolvare duce la gasirea unei aproximatii a solutiei in
fiecare punct al retelei.

2.2 Metode variationale in rezolvarea ecuatiilor cu derivate
partiale

Pentru exemplificare, vom prezenta cazul unei functionale reprezentate de o
integrala bidimensionala.
Fie integrala:

[:// F(z,y,w, wy, wy)dxdy (2.1)
D

in care D este un domeniu marginit de o curba C neteda pe portiuni din
planul xOy, F este o functie cu derivatele pana la ordinul 2 continue in raport
cu cele 5 argumente, iar w(z, y) este data pe C'. Pentru a determina extremul
functionalei, introducem o familie de functii de test cu un parametru:

w(r,y) = u(r,y) + en(z,y) (2.2)

in care u(z,y) este functia care realizeaza extremul functionalei (2.1), iar
n(x,y) are derivate continue pana la ordinul doi si este nula pe conturul C.
Integrala devine atunci o functie de € :

I(e) = //DF(x,y,w,wgc,wy)dxdy. (2.3)
Conditia de extrem se exprima astfel:
I'(0) = 0. (2.4)
Avem:
re-=[[ <g—in + g—im + g—iny> dady (2.5)
si
I'0) = //D (g—in + g—im + g—iny> dzdy. (2.6)



Pentru a elimina termenii in 7, si 7, integram prin parti al doilea termen
in raport cu x si al treilea in raport cu y. Obtinem:

oF 0 0F 0 OF OF dy OF dx B
//D"<—‘——‘——> dedy + c”<aux£—a—uy£> ds =10
(2.7)

in care dxr = ‘;—“gds, dy = Zl—zds, iar ds este elementul de arc. Dar n = 0 pe C,
astfel incat a doua integrala este nula si atunci avem:

//[)17(8_F_£8_F_£3_F> dxdy = 0. (2.8)

Conform lemei fundamentale a calculului variational (vezi [3]), rezulta:

OF 9 0F 0 0F _
ou  Ordu, Oyou,

(2.9)

Aceasta este ecuatia Euler, a carei rezolvare este echivalenta cu gasirea ex-
tremului functionalei (2.1). In acest fel, prin aplicarea metodelor variationale
unor functionale de tip special se obtin ecuatii cu derivate partiale. In par-
ticular, ecuatia Poisson apare ca ecuatia Euler a urmatoarei functionale:

I= //D {ui +ul + 2f(x,y)u} dxdy. (2.10)

Se poate ardta ca solutia ecuatiei uy, + u,, = [ realizeazda un minim
absolut al functionalei (2.10) in raport cu toate functiile avand derivatele
partiale de ordinul al doilea continue care satisfac conditiile la limita u = g(s)

pe C.

3 Determinarea distributiei de camp

Conform calculului variational, solutia ecuatiei (1.5) se obtine prin mini-
mizarea functionalei:

F = /// <ir0t Arot A— JwA> dv (3.1)
Volumul total 2,LL

supusa la anumite conditii la limita.



Ne vom ocupa de lentile cu simetrie de rotatie, in care caz functionala

(3.1) devine:
049\* (949 Ag\"
0z or r

1
SIRE
Aria totala Q,M

unde Ay si Jy sunt componentele pe 6 ale lui A si J,, respectiv (vezi [4]).

Conditiile la limita pentru Ay sunt: Ay = 0 pe axa si pe frontierele
exterioare.

O configuratie tipica este prezentata in figura 1. Domeniul se imparte in
patrulatere, care la randul lor se subdivid in elemente finite triunghiulare.
Subdomeniile trebuie sa fie omogene, adica sa contina un singur tip de ma-
terial. Functionala totala (3.2) este suma functionalelor locale AF' pe fiecare

element:
0A,\> (04,  Ap\°
_9 + —9—|——9 —JgAg 2rrdzdr.
0z or r

o f [t
(3.3)

Pentru a obtine o aproximatie a functionalei locale, presupunem ca Ay
variaza liniar pe fiecare element, adica Ay(z,r) se interpoleaza printr-o functie
de forma

- J(;Ag} 2nrdzdr (3.2)

A(z,r) = a1 + asz + agr. (3.4)

Din conditiile: A(z;, ;) = A;, i = 1,2,3, unde z; si r; sunt coordonatele
varfului 7, iar A; este valoarea lui Ay in varful 7, obtinem coeficientii ay, as, as.
Astfel:

ay = (a1 A1 + asAy + aszAz) /(2a),

Qg — (b1A1 -+ bQAQ -+ bgAg) /(2@),
3 = (ClAl -+ CQAQ -+ 63A3) /(2&),

unde
a1 = ZoT'3 — 23T2, A2 = 2311 — 2173, A3 = 2172 — 22T,

by =1y —13, by =13 =171, b3 = 1] — 1o,
Cl = 23 — 29, C2 =21 — 23, C3 =22 — 21,

iar a este aria elementului, data de relatia

1 zZ1 T
a=—-|1 Z9 To
1 Z3 T3
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Substituind Ag(z,7) cu A(z,r) in (3.3), obtinem aproximarea lui AF de
unde putem deduce derivatele ZAL (j =1,2,3). Astfel, avem:

9A;
OAF 3
—SN"F.A — G ‘
i, =LA as
unde o
Fji = Fy; = @(bibj + did;) (3.9)
Gij = Jomro(a; + zobj + 1oc;), (3.10)

ro, 20 filnd coordonatele centrului de greutate al triunghiului, iar d; = 2¢; +
%ai + i_gbi'
Conditia de minimizare a functionalei F' (3.2) este:
or
0A,
pentru fiecare punct k al retelei bidimensionale. La valoarea acestei derivate
contribuie numai elementele care contin acel punct, adica

or OAF
— = )V IE: = 12
=2 (G )1 =0 (3.12)

unde F; sunt elementele care contin punctul &.

Din relatia (3.12), tinand cont de egalitatile (3.8), se obtine un sistem de
ecuatii liniare (cu matrice banda simetrica) care are ca solutie valorile nodale
ale lui Ay. Desigur, in sistem trebuie introduse si conditiile la limita. Pentru
rezolvarea sa am utilizat eliminarea gaussiana.

0 (3.11)

4 Determinarea densitatii de flux

Din valorile Ay se pot obtine componentele densitatii de flux, conform relatiei
(1.4):
_0Ay A 0Ay

De notat ca pentru a calcula valorile axiale ale lui B, (la r = 0), trebuie
aplicata regula lui Hospital, prin care deducem:

. 0Ay
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Figura 1: Sectiune intr-o lentila magnetica tipica




O problema care apare la evaluarea densitatii de flux intr-un punct oare-
care (z,7) din domeniul problemei este ca valorile lui A sunt cunoscute nu-
mai in nodurile retelei rezultate prin impartirea in elemente finite. Tre-
buie folosita o aproximare a valorii lui A §i a derivatelor sale in punctul
(z,7) bazata pe valorile numerice existente (obtinute prin rezolvarea sistemu-
lui mentionat anterior). Am recurs la functii B-spline bidimensionale, care
prezinta calitati remarcabile de acuratete i netezime. In sectiunea urmatoare
vom da o descriere succinta a acestui tip de aproximare.

5 Aproximarea cu functii spline

5.1 Definitii si proprietati

Formulam urmatoarea problema: dandu-se o functie f : [a,b] — R si valorile
ei in punctele a = x1 < 29 < ... < x, = bse cauta o functie g cu proprietatea
g(x;) = f(x;),i =1,...,n, astfel incat pentru orice x € (a,b), x # x; valorile
lui g(z) §i f(x) sa fie cat mai apropiate. Se prefera de regula ca functia g sa fie
polinomiala, caci evaluarea ei este atunci rapida si precisa. Se demonstreaza
existenta gi unicitatea unui polinom P de grad < n — 1 care sa indeplineasca
conditiile cerute, numit polinom de interpolare.

In practicd, insd, diferenta dintre valorile f () si P(x) in afara nodurilor
poate fi foarte mare. Ideea de a alege mai multe noduri si de a construi
un polinom de interpolare de grad mai inalt nu conduce la rezultate sat-
isfacatoare. Aceasta se vede din urmatorul exemplu dat de Runge: daca

1
10(z — 1
o= 51 00D o (5.2)
n—1

iar P este polinomul de interpolare (de grad m — 1) al acestei functii pe
nodurile date, atunci are loc relatia:

max_|f(z) — Ps(z)| — o0 (5.3)
z€[—5,5]
daca n — oo.
Se constata agadar ca polinomul de interpolare nu este indicat pentru
aproximarea unei functii date. Pentru aceasta s-a cautat un alt tip de functie.



Functia care are proprietatea de a converge catre functia continua pe care o
interpoleaza (daca numarul nodurilor cregte indefinit) este functia spline.
Ea este formata din polinoame pe subintervale adiacente, care se racordeaza
in noduri impreuna cu un anumit numar de derivate ale sale. Termenul
a fost folosit pentru prima data de Isaac Jacob Schoenberg (matematician
de origine roméana) in 1946 ([5]) si provine din proiectare (de exemplu a
avioanelor, navelor sau automobilelor). Spline este un instrument folosit
pentru trasarea unor curbe netede.

Un exemplu reprezentativ este functia spline cubica care se defineste prin
urmatoarele conditii:

Los(x;) = fx), i=1,2,...n

2. s este un polinom de gradul trei pe fiecare subinterval [z;, z;1], i =
1,2,...n—1

3. s este de clasa C?[a, b] (este continui pana la derivatele de ordinul doi).

Holladay ([6]) a demonstrat ca daca in plus s”(z1) = §”(z,) = 0 (se spune
atunci ca avem o functie spline naturald), s are proprietatea remarcabila de
a minimiza integrala [°[y”(x)]2dx, dintre toate functiile y : [a,b] — R care
interpoleaza functia data f pe nodurile x;, i = 1,2,...n. Ea este deci solutia
unei probleme variationale de minim (in cazul din mecanica al unei bare
fixate la capete, integrala respectiva reprezinta tensiunea barei sau energia
potentiala).

Desigur, obtinerea unei functii spline de aproximare se poate pune si
daca in locul valorilor unei functii f se da un set de valori y; corespunzand
absciselor x;. Valorile y; pot proveni din alte calcule sau pot fi date experi-
mentale.

Pe fiecare interval [z;, x;, 1] functia spline cubica se defineste astfel:

(zip1 —2)° (z —x;)°
=M—+ My ———
S(aj) 1 6hz + i+1 6hz +
Ti1 — T h? T — T h?
HT <yz - MZE> + “h <Z/i+1 - Mi+1€> (5.4)

unde h; = x;,1 —x;. Coeficientii M; se obtin dintr-un sistem liniar, ce rezulta
prin impunerea conditiilor de continuitate gi a conditiilor la limita (vezi de

exemplu [7], [8]).



Totusi, acest tip de functie prezinta unele dezavantaje: introduce oscilatii
artificiale intre noduri si fiecare punct de control (dat de perechea x;,y;)
exercita o influenta globala asupra curbei reprezentate (modificarea pozitiei
sale are efect asupra intregii curbe). S-a constatat ca forme mai adecvate
se obtin renuntand la conditia ca functia sa ia exact valorile y; in nodurile
x;, cerand numai ca ea sa se abata, intr-un anumit sens, cat mai putin de la
acestea. In acest fel, punctele de control exercita numai o influenta locala,
facand posibila o ajustare convenabila a curbei de aproximare. Functiile
care se obtin astfel nu mai sunt de interpolare, ci de aproximare si se numesc
functii B-spline. Functiile B-spline sunt formate din combinatii liniare ale
unor functii numite functii de baza B-spline.

5.2 Functii B-spline

Functiile de baza B-spline au fost introduse de 1.J. Schoenberg in 1946 (”B”
provine de la "baza”). Ele sunt definite in functie de un set de puncte nodale
("knots”) gi nu in functie de punctele de interpolare. Punctele nodale se
construiesc pe baza punctelor de interpolare, astfel incat sa se asigure o
abatere minima fata de valorile de interpolare (vezi [9], p.167).

Sa consideram o secventa de m+ 1 puncte nodale aranjate nedescrescator:
uy < up < ... < uy. Unele noduri pot fi multiple (adicd mai multi u; pot
fi egali). Daca nodurile sunt egal spatiate setul se numeste ”uniform”; altfel
el este "neuniform”. Punctele nodale formeaza o diviziune a domeniului
(U0, Uy

Un alt parametru necesar pentru definirea functiilor de baza B-spline
este gradul lor p. Functia de baza cu indicele i si gradul p, notata N; ,(u) se
defineste recursiv astfel:

1 daca u; <u < uyq

0 altfel
U — Uy Witp+1 — U
N; =—N; ———— N1 . 5.6
»(1) I p—1(uw) + Uirps1 — Uire +1,-1(w) (5.6)

Acesta se numeste formula de recurenta Cox - de Boor si asigura o
cale practica si stabila de evaluare a functiilor de baza B-spline.

Proprietati
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N; »(u) este un polinom de gradul p in w.

. Pentru orice i, p, u, N;,(u) este ne-negativa.

N, ,(u) este diferita de zero numai pe intervalul [u;, w;ip41) - Suport
local.

Pe orice interval [u;, u;41) cel mult p+ 1 functii de baza sunt nenule, si
anume N;_,,(u), Ni—pi1p(w), ..., N;ip(u).

Suma tuturor functiilor de baza nenule de pe intervalul [u;, u;41) este
1 - partitia unitatii.
Daca numarul de puncte nodale este m + 1, gradul functiilor de baza

este p, iar numarul de functii de baza este n+ 1, atunci m = n+p+ 1.

Functia de baza N;,(u) este o curba compusa din polinoame de gradul
p cu puncte de racordare in nodurile din intervalul [u;, w1 pt1)

La un nod de multiplicitate k, functia de baza N; ,(u) este continua de
clasa CP~F.

Alte proprietati si dezvoltari ale functiilor B-spline pot fi gasite in lucrarile
9], [10], [11], [12]. Aceste functii sunt utilizate intens in foarte multe domenii
(vezi de exemplu [13], [14], [15]).

Functii bi-dimensionale

Pentru problema noastra - determinarea densitatii de flux intr-o geometrie
bi-dimensionala - avem nevoie de o functie B-spline de doua variabile. Ea se
defineste presupunand date urmatoarele informatii:

1.
2.
3.

un set de puncte de control P ;, cu 0 <i<m, 0 <j <n;
un set de h + 1 noduri in directia u: {ug, uy, ..., us};

un set de k + 1 noduri in directia v: {vg,vq,...,V};

. gradul p in directia u;

. gradul ¢ in directia v.
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Atunci functia B-spline bi-dimensionala are forma:

unde N; ,(u) si N;,(v) sunt functii de baza B-spline de gradele p si ¢ respectiv.
Desigur, pentru fiecare directie trebuie sa aiba loc identitatile fundamen-
tale: h=m+p+1sik=n+q+ 1.
Pe baza formulei (5.7) se pot calcula si derivatele partiale ale lui S(u,v).

5.3 Evaluarea numerica a componentelor densitatii de
flux

Presupunem ca s-au calculat valorile A; ; ale campului pe o retea cu nodurile
(zi,75), @ =0,...,m, j =0,...,n sl se cere valoarea densitatii de flux in
setul de puncte (Z;, Ry),...,(Zk, Rx) din domeniul problemei care pot fi
diferite de punctele retelei. Se fac urmatorii pasi:

1. se obtin seturile de puncte nodale pe fiecare directie folosind valorile
2;, respectiv r;;

2. se obtin coeficientii functiilor B-spline;

3. se evalueaza S(z,r) si derivatele sale partiale in raport cu z si r in
fiecare punct (Zy, Ry.), k=1,..., K;

4. se obtin componentele densitatii de flux pe baza ecuatiilor (4.1, 4.2).

In calcule am folosit rutine de pachetul [16]. Functiile de bazi B-spline
au fost de gradul trei (cubice).
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