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1 Introducere

Proiectarea unui sistem opto-electronic impune ca prim pas calcularea câmpului
magnetic. Ecuaţiile de bază sunt cele ale lui Maxwell pentru câmpuri staţionare:

rot H = Jw (1.1)

div B = 0 (1.2)

unde H este intensitatea câmpului magnetic, B este densitatea de flux, iar
Jw este densitatea curentului care generează câmpul. În plus, B şi H sunt
legate prin relaţia

B = µH = µrµ0H (1.3)

unde µ este permeabilitatea magnetică, µr este permeabilitatea relativă, iar
µ0 = 4π10−7 V s/Am.

Pentru a satisface Ec.(1.2) se introduce un potenţial vector A astfel ı̂ncât

B = rot A. (1.4)

Ecuaţia (1.1) devine:

rot

(

1

µ
rot A

)

= Jw (1.5)

Pentru rezolvarea ecuaţiei (1.5) principalele metode se bazează fie pe
diferenţe finite, fie pe elemente finite. Am preferat metoda elementului finit,
care are o mai mare flexibilitate ı̂n tratarea configuraţiilor complexe, cu piese
polare şi surse de curent de orice formă. Principiile de bază ale acestei metode
se vor prezenta ı̂n secţiunea următoare.

2 Metoda elementelor finite

2.1 Descriere generală

Rezolvarea unei probleme prin metoda elementului finit (vezi de exemplu [1],
[2]) constă ı̂n general din 3 etape:

a) Ecuaţia cu derivate parţiale de rezolvat se ı̂nlocuieşte printr-o funcţională
corespunzătoare, a cărei minimizare este echivalentă cu rezolvarea ecuaţiei
iniţiale.

b) Domeniul de definiţie se ı̂mparte ı̂ntr-o reţea de subdomenii triunghi-
ulare, denumite elemente finite.
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c) Funcţia necunoscută se aproximează pe fiecare element finit printr-un
polinom de interpolare, având ca puncte de reper valorile nodale ale funcţiei şi
ale derivatelor ei până la un anumit ordin. În acest fel contribuţia fiecărui el-
ement la valoarea funcţionalei poate fi exprimată ı̂n funcţie de valorile nodale
ale necunoscutei.

Condiţia ca funcţionala să aibă un minim conduce la un sistem de ecuaţii
algebrice, a cărui rezolvare duce la găsirea unei aproximaţii a soluţiei ı̂n
fiecare punct al reţelei.

2.2 Metode variaţionale ı̂n rezolvarea ecuaţiilor cu derivate
parţiale

Pentru exemplificare, vom prezenta cazul unei funcţionale reprezentate de o
integrală bidimensională.

Fie integrala:

I =
∫ ∫

D
F (x, y, w, wx, wy)dxdy (2.1)

ı̂n care D este un domeniu mărginit de o curbă C netedă pe porţiuni din
planul xOy, F este o funcţie cu derivatele până la ordinul 2 continue ı̂n raport
cu cele 5 argumente, iar w(x, y) este dată pe C. Pentru a determina extremul
funcţionalei, introducem o familie de funcţii de test cu un parametru:

w(x, y) = u(x, y) + ǫη(x, y) (2.2)

ı̂n care u(x, y) este funcţia care realizează extremul funcţionalei (2.1), iar
η(x, y) are derivate continue până la ordinul doi şi este nulă pe conturul C.
Integrala devine atunci o funcţie de ǫ :

I(ǫ) =
∫ ∫

D
F (x, y, w, wx, wy)dxdy. (2.3)

Condiţia de extrem se exprimă astfel:

I ′(0) = 0. (2.4)

Avem:

I ′(ǫ) =
∫ ∫

D

(

∂F

∂w
η +

∂F

∂wx

ηx +
∂F

∂wy

ηy

)

dxdy (2.5)

şi

I ′(0) =
∫ ∫

D

(

∂F

∂u
η +

∂F

∂ux

ηx +
∂F

∂uy

ηy

)

dxdy. (2.6)
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Pentru a elimina termenii ı̂n ηx şi ηy integrăm prin părţi al doilea termen
ı̂n raport cu x şi al treilea ı̂n raport cu y. Obţinem:

∫ ∫

D
η

(

∂F

∂u
−

∂

∂x

∂F

∂ux

−
∂

∂y

∂F

∂uy

)

dxdy +
∫

C
η

(

∂F

∂ux

dy

ds
−

∂F

∂uy

dx

ds

)

ds = 0

(2.7)
ı̂n care dx = dx

ds
ds, dy = dy

ds
ds, iar ds este elementul de arc. Dar η = 0 pe C,

astfel ı̂ncât a doua integrală este nulă şi atunci avem:

∫ ∫

D
η

(

∂F

∂u
−

∂

∂x

∂F

∂ux

−
∂

∂y

∂F

∂uy

)

dxdy = 0. (2.8)

Conform lemei fundamentale a calculului variaţional (vezi [3]), rezultă:

∂F

∂u
−

∂

∂x

∂F

∂ux

−
∂

∂y

∂F

∂uy

= 0. (2.9)

Aceasta este ecuaţia Euler, a cărei rezolvare este echivalentă cu găsirea ex-
tremului funcţionalei (2.1). În acest fel, prin aplicarea metodelor variaţionale
unor funcţionale de tip special se obţin ecuaţii cu derivate parţiale. În par-
ticular, ecuaţia Poisson apare ca ecuaţia Euler a următoarei funcţionale:

I =
∫ ∫

D

[

u2
x + u2

y + 2f(x, y)u
]

dxdy. (2.10)

Se poate arăta că soluţia ecuaţiei uxx + uyy = f realizează un minim
absolut al funcţionalei (2.10) ı̂n raport cu toate funcţiile având derivatele
parţiale de ordinul al doilea continue care satisfac condiţiile la limită u = g(s)
pe C.

3 Determinarea distribuţiei de câmp

Conform calculului variaţional, soluţia ecuaţiei (1.5) se obţine prin mini-
mizarea funcţionalei:

F =
∫ ∫ ∫

V olumul total

(

1

2µ
rot A rot A − JwA

)

dv (3.1)

supusă la anumite condiţii la limită.
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Ne vom ocupa de lentile cu simetrie de rotaţie, ı̂n care caz funcţionala
(3.1) devine:

F =
∫ ∫

Aria totala







1

2µ





(

∂Aθ

∂z

)2

+

(

∂Aθ

∂r
+

Aθ

r

)2


− JθAθ







2πrdzdr (3.2)

unde Aθ şi Jθ sunt componentele pe θ ale lui A şi Jw respectiv (vezi [4]).
Condiţiile la limită pentru Aθ sunt: Aθ = 0 pe axă şi pe frontierele

exterioare.
O configuraţie tipică este prezentată ı̂n figura 1. Domeniul se ı̂mparte ı̂n

patrulatere, care la rândul lor se subdivid ı̂n elemente finite triunghiulare.
Subdomeniile trebuie să fie omogene, adică sa conţină un singur tip de ma-
terial. Funcţionala totală (3.2) este suma funcţionalelor locale ∆F pe fiecare
element:

∆F =
∫ ∫

Element







1

2µ





(

∂Aθ

∂z

)2

+

(

∂Aθ

∂r
+

Aθ

r

)2


− JθAθ







2πrdzdr.

(3.3)
Pentru a obţine o aproximaţie a funcţionalei locale, presupunem că Aθ

variază liniar pe fiecare element, adică Aθ(z, r) se interpolează printr-o funcţie
de forma

Ā(z, r) = α1 + α2z + α3r. (3.4)

Din condiţiile: Ā(zi, ri) = Ai, i = 1, 2, 3, unde zi şi ri sunt coordonatele
vârfului i, iar Ai este valoarea lui Aθ ı̂n vârful i, obţinem coeficienţii α1, α2, α3.
Astfel:

α1 = (a1A1 + a2A2 + a3A3) /(2a), (3.5)

α2 = (b1A1 + b2A2 + b3A3) /(2a), (3.6)

α3 = (c1A1 + c2A2 + c3A3) /(2a), (3.7)

unde
a1 = z2r3 − z3r2, a2 = z3r1 − z1r3, a3 = z1r2 − z2r1,

b1 = r2 − r3, b2 = r3 − r1, b3 = r1 − r2,

c1 = z3 − z2, c2 = z1 − z3, c3 = z2 − z1,

iar a este aria elementului, dată de relaţia

a =
1

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 z1 r1

1 z2 r2

1 z3 r3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Substituind Aθ(z, r) cu Ā(z, r) ı̂n (3.3), obţinem aproximarea lui ∆F de
unde putem deduce derivatele ∂∆F

∂Aj
(j = 1, 2, 3). Astfel, avem:

∂∆F

∂Aj

=
3
∑

i=1

FjiAi − Gj (3.8)

unde
Fji = Fij =

πr0

2aµ
(bibj + didj) (3.9)

Gij = Jθπr0(aj + z0bj + r0cj), (3.10)

r0, z0 fiind coordonatele centrului de greutate al triunghiului, iar di = 2ci +
1
r0

ai + z0

r0

bi.
Condiţia de minimizare a funcţionalei F (3.2) este:

∂F

∂Ak

= 0 (3.11)

pentru fiecare punct k al reţelei bidimensionale. La valoarea acestei derivate
contribuie numai elementele care conţin acel punct, adică

∂F

∂Ak

=
∑

i

(

∂∆F

∂Ak

)

|Ei = 0 (3.12)

unde Ei sunt elementele care conţin punctul k.
Din relaţia (3.12), ţinând cont de egalităţile (3.8), se obţine un sistem de

ecuaţii liniare (cu matrice bandă simetrică) care are ca soluţie valorile nodale
ale lui Aθ. Desigur, ı̂n sistem trebuie introduse şi condiţiile la limită. Pentru
rezolvarea sa am utilizat eliminarea gaussiană.

4 Determinarea densităţii de flux

Din valorile Aθ se pot obţine componentele densităţii de flux, conform relaţiei
(1.4):

Bz =
∂Aθ

∂r
+

Aθ

r
, Br = −

∂Aθ

∂z
. (4.1)

De notat că pentru a calcula valorile axiale ale lui Bz (la r = 0), trebuie
aplicată regula lui Hospital, prin care deducem:

lim
r→0

Bz = 2
∂Aθ

∂r
|r=0. (4.2)
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Figura 1: Secţiune ı̂ntr-o lentilă magnetică tipică
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O problemă care apare la evaluarea densităţii de flux ı̂ntr-un punct oare-
care (z, r) din domeniul problemei este că valorile lui A sunt cunoscute nu-
mai ı̂n nodurile reţelei rezultate prin ı̂mpărţirea ı̂n elemente finite. Tre-
buie folosită o aproximare a valorii lui A şi a derivatelor sale ı̂n punctul
(z, r) bazată pe valorile numerice existente (obţinute prin rezolvarea sistemu-
lui menţionat anterior). Am recurs la funcţii B-spline bidimensionale, care
prezintă calităţi remarcabile de acurateţe şi netezime. În secţiunea următoare
vom da o descriere succintă a acestui tip de aproximare.

5 Aproximarea cu funcţii spline

5.1 Definiţii şi proprietăti

Formulăm următoarea problemă: dându-se o funcţie f : [a, b] → R şi valorile
ei ı̂n punctele a = x1 < x2 < . . . < xn = b se caută o funcţie g cu proprietatea
g(xi) = f(xi), i = 1, . . . , n, astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ (a, b), x 6= xi valorile
lui g(x) şi f(x) să fie cât mai apropiate. Se preferă de regulă ca funcţia g să fie
polinomială, căci evaluarea ei este atunci rapidă şi precisă. Se demonstrează
existenţa şi unicitatea unui polinom P de grad ≤ n− 1 care să ı̂ndeplinească
condiţiile cerute, numit polinom de interpolare.

În practică, ı̂nsă, diferenţa dintre valorile f(x) şi P (x) ı̂n afara nodurilor
poate fi foarte mare. Ideea de a alege mai multe noduri şi de a construi
un polinom de interpolare de grad mai ı̂nalt nu conduce la rezultate sat-
isfăcătoare. Aceasta se vede din următorul exemplu dat de Runge: dacă

f(x) =
1

1 + x2
, x ∈ [−5, 5], (5.1)

xi = −5 +
10(i − 1)

n − 1
, i = 1, 2, . . . n (5.2)

iar Pf este polinomul de interpolare (de grad n − 1) al acestei funcţii pe
nodurile date, atunci are loc relaţia:

max
x∈[−5,5]

|f(x) − Pf (x)| → ∞ (5.3)

dacă n → ∞.
Se constată aşadar că polinomul de interpolare nu este indicat pentru

aproximarea unei funcţii date. Pentru aceasta s-a căutat un alt tip de funcţie.
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Funcţia care are proprietatea de a converge către funcţia continuă pe care o
interpolează (dacă numărul nodurilor creşte indefinit) este funcţia spline.
Ea este formată din polinoame pe subintervale adiacente, care se racordează
ı̂n noduri ı̂mpreună cu un anumit număr de derivate ale sale. Termenul
a fost folosit pentru prima dată de Isaac Jacob Schoenberg (matematician
de origine română) ı̂n 1946 ([5]) şi provine din proiectare (de exemplu a
avioanelor, navelor sau automobilelor). Spline este un instrument folosit
pentru trasarea unor curbe netede.

Un exemplu reprezentativ este funcţia spline cubică care se defineşte prin
următoarele condiţii:

1. s(xi) = f(xi), i = 1, 2, . . . n

2. s este un polinom de gradul trei pe fiecare subinterval [xi, xi+1], i =
1, 2, . . . n − 1

3. s este de clasă C2[a, b] (este continuă până la derivatele de ordinul doi).

Holladay ([6]) a demonstrat că dacă ı̂n plus s′′(x1) = s′′(xn) = 0 (se spune
atunci că avem o funcţie spline naturală), s are proprietatea remarcabilă de
a minimiza integrala

∫ b
a [y′′(x)]2dx, dintre toate funcţiile y : [a, b] → R care

interpolează funcţia data f pe nodurile xi, i = 1, 2, . . . n. Ea este deci soluţia
unei probleme variaţionale de minim (̂ın cazul din mecanică al unei bare
fixate la capete, integrala respectivă reprezintă tensiunea barei sau energia
potenţială).

Desigur, obţinerea unei funcţii spline de aproximare se poate pune şi
dacă ı̂n locul valorilor unei funcţii f se dă un set de valori yi corespunzând
absciselor xi. Valorile yi pot proveni din alte calcule sau pot fi date experi-
mentale.

Pe fiecare interval [xi, xi+1] funcţia spline cubică se defineşte astfel:

s(x) = Mi

(xi+1 − x)3

6hi

+ Mi+1
(x − xi)

3

6hi

+

xi+1 − x

hi

(

yi − Mi

h2
i

6

)

+
x − xi

hi

(

yi+1 − Mi+1
h2

i

6

)

(5.4)

unde hi = xi+1−xi. Coeficienţii Mi se obţin dintr-un sistem liniar, ce rezultă
prin impunerea condiţiilor de continuitate şi a condiţiilor la limită (vezi de
exemplu [7], [8]).
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Totuşi, acest tip de funcţie prezintă unele dezavantaje: introduce oscilaţii
artificiale ı̂ntre noduri şi fiecare punct de control (dat de perechea xi, yi)
exercită o influenţă globală asupra curbei reprezentate (modificarea poziţiei
sale are efect asupra ı̂ntregii curbe). S-a constatat că forme mai adecvate
se obţin renunţând la condiţia ca funcţia să ia exact valorile yi ı̂n nodurile
xi, cerând numai ca ea să se abată, ı̂ntr-un anumit sens, cât mai puţin de la
acestea. În acest fel, punctele de control exercită numai o influenţă locală,
făcând posibilă o ajustare convenabilă a curbei de aproximare. Funcţiile
care se obţin astfel nu mai sunt de interpolare, ci de aproximare şi se numesc
funcţii B-spline. Funcţiile B-spline sunt formate din combinaţii liniare ale
unor funcţii numite funcţii de bază B-spline.

5.2 Funcţii B-spline

Funcţiile de bază B-spline au fost introduse de I.J. Schoenberg ı̂n 1946 (”B”
provine de la ”bază”). Ele sunt definite ı̂n funcţie de un set de puncte nodale
(”knots”) şi nu ı̂n funcţie de punctele de interpolare. Punctele nodale se
construiesc pe baza punctelor de interpolare, astfel ı̂ncât să se asigure o
abatere minimă faţă de valorile de interpolare (vezi [9], p.167).

Să considerăm o secvenţă de m+1 puncte nodale aranjate nedescrescător:
u0 ≤ u1 ≤ . . . ≤ um. Unele noduri pot fi multiple (adică mai mulţi ui pot
fi egali). Dacă nodurile sunt egal spaţiate setul se numeşte ”uniform”; altfel
el este ”neuniform”. Punctele nodale formează o diviziune a domeniului
[u0, um].

Un alt parametru necesar pentru definirea funcţiilor de bază B-spline
este gradul lor p. Funcţia de bază cu indicele i şi gradul p, notată Ni,p(u) se
defineşte recursiv astfel:

Ni,0(u) =











1 daca ui ≤ u < ui+1

0 altfel
(5.5)

Ni,p(u) =
u − ui

ui+p − ui

Ni,p−1(u) +
ui+p+1 − u

ui+p+1 − ui+1
Ni+1,p−1(u). (5.6)

Acesta se numeşte formula de recurenţă Cox - de Boor şi asigură o
cale practică şi stabilă de evaluare a funcţiilor de bază B-spline.

Proprietăţi
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1. Ni,p(u) este un polinom de gradul p ı̂n u.

2. Pentru orice i, p, u, Ni,p(u) este ne-negativă.

3. Ni,p(u) este diferită de zero numai pe intervalul [ui, ui+p+1) - suport
local.

4. Pe orice interval [ui, ui+1) cel mult p + 1 funcţii de bază sunt nenule, şi
anume Ni−p,p(u), Ni−p+1,p(u), . . . , Ni,p(u).

5. Suma tuturor funcţiilor de bază nenule de pe intervalul [ui, ui+1) este
1 - partiţia unităţii.

6. Dacă numărul de puncte nodale este m + 1, gradul funcţiilor de bază
este p, iar numărul de funcţii de bază este n + 1, atunci m = n + p + 1.

7. Funcţia de bază Ni,p(u) este o curbă compusă din polinoame de gradul
p cu puncte de racordare ı̂n nodurile din intervalul [ui, ui+p+1)

8. La un nod de multiplicitate k, funcţia de bază Ni,p(u) este continuă de
clasă Cp−k.

Alte proprietăţi şi dezvoltări ale funcţiilor B-spline pot fi găsite ı̂n lucrările
[9], [10], [11], [12]. Aceste funcţii sunt utilizate intens ı̂n foarte multe domenii
(vezi de exemplu [13], [14], [15]).

Funcţii bi-dimensionale
Pentru problema noastră - determinarea densităţii de flux ı̂ntr-o geometrie

bi-dimensională - avem nevoie de o funcţie B-spline de două variabile. Ea se
defineşte presupunând date următoarele informaţii:

1. un set de puncte de control Pi,j, cu 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n;

2. un set de h + 1 noduri ı̂n direcţia u: {u0, u1, . . . , uh};

3. un set de k + 1 noduri ı̂n direcţia v: {v0, v1, . . . , vk};

4. gradul p ı̂n direcţia u;

5. gradul q ı̂n direcţia v.
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Atunci funcţia B-spline bi-dimensională are forma:

S(u, v) =
m
∑

i=0

n
∑

j=0

Ni,p(u)Nj,q(v)Pi,j (5.7)

unde Ni,p(u) şi Nj,q(v) sunt funcţii de bază B-spline de gradele p şi q respectiv.
Desigur, pentru fiecare direcţie trebuie să aibă loc identităţile fundamen-

tale: h = m + p + 1 şi k = n + q + 1.
Pe baza formulei (5.7) se pot calcula şi derivatele parţiale ale lui S(u, v).

5.3 Evaluarea numerică a componentelor densităţii de

flux

Presupunem că s-au calculat valorile Ai,j ale câmpului pe o reţea cu nodurile
(zi, rj), i = 0, . . . , m, j = 0, . . . , n şi se cere valoarea densităţii de flux ı̂n
setul de puncte (Z1, R1), . . . , (ZK , RK) din domeniul problemei care pot fi
diferite de punctele reţelei. Se fac următorii paşi:

1. se obţin seturile de puncte nodale pe fiecare direcţie folosind valorile
zi, respectiv rj ;

2. se obţin coeficienţii funcţiilor B-spline;

3. se evaluează S(z, r) şi derivatele sale parţiale ı̂n raport cu z şi r ı̂n
fiecare punct (Zk, Rk), k = 1, . . . , K;

4. se obţin componentele densităţii de flux pe baza ecuaţiilor (4.1, 4.2).

În calcule am folosit rutine de pachetul [16]. Funcţiile de bază B-spline
au fost de gradul trei (cubice).
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finis, 2me édition, Paris: Maloine (1984)
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[4] E. Munro, Image Processing and Computer-Aided Design in Electron

Optics, ed. by P.W. Hawkes, Academic Press, London - New York,
284-323 (1973)

[5] I.J. Schoenberg, Contributions to the problem of approximation of

equidistant data by analytic functions, Quart. Appl. Math. 4, 45-99,
112-141 (1946)

[6] J.C. Holladay, A smoothest curve approximation, Math. Tables Aids
Comput. 11, 233-243 (1957)
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